A GEOMETRIA ALAPJAI

1. Euklideszi axiomarendszer

a) Euklidesz (i. e. 300), Elemek

b) Alapfogalmak (pont, egyenes, sik, tér)

c) Alaprelaciok (illeszkedés, rendezés, tiikkrozes)

d) Axiomak (illeszkedési, tiikkrozési, rendezési, mérési, parhuzamossagi)

Parhuzamossagi axioma: Adott a sikon egy egyenes €s egy ra nem illeszked6 pont. Az

adott ponton at pontosan egy olyan egyenes huizhato, amelynek nincs kozos pontja a
megadott egyenessel. Ez a két egyenes parhuzamos.

2. Geometriai szerkesztések

a) Eszkozok: korzo, egyélii vonalzo
b) Nevezetes ponthalmazok: kor, szakaszfelezé merdleges, szogfelez6 egyenes, stb.
c) Haromszogek szerkeszthetdségének alapesetei

i) Adott két oldal és az altaluk bezart szog;

i) Adott egy oldal és a rajta fekvo két szog;

iii) Adott két oldal és a nagyobbikkal szemben 1évé szog;

iIv) Adott mindharom oldal;

3. Transzformaciok

Definicio: A sik (vagy tér, esetleg ponthalmaz) 6nmagara torténd kolcsondsen egyértelmii
leképezését geometriai transzformacionak nevezziik.

Definicio: Az olyan geometriai transzformacid, amelynél minden pont képe dnmaga az
identikus leképezés (helybenhagyas, identitas)

Definiciéo: Ha egy pont képe egy geometriai transzformacid sordn 6nmaga, akkor az a
pont fixpont.

Definicio: Ha egy alakzat egy geometriai transzformaci6 soran énmagaba megy at, akkor
az alakzat invarians.

Definicié: Geometriai transzformaciok egymaés utdni elvégzését a transzformaciok
szorzatanak nevezzik.

a) Egybevagésagi transzformaciok

Definicio: Az olyan geometriai transzformaciot, ahol egy szakasz képe vele egyenld
hosszusagu szakasz, egybevagésagi transzformacionak (egybevagosag, tavolsagtartd
transzformacio) nevezziik.



Tétel: A sik Osszes egybevagdsagi transzformacioja helyettesithetd legfeljebb harom
tengelyes tiikroz¢s szorzataval.

Egybevadosagi transzformdciok tipusai:

i)

Tengelyes tiikrozes

Adott: egy egyenes

Tulajdonsagok: tavolsagtartd, szogtartd, egyenestartd, a koriiljarasi irdnyt
megforditja, a tengely pontjai fixpontok

i) Eltolas

Adott: egy vektor

Tulajdonsagok: tavolsagtartd, szogtartd, egyenestartd, a koriiljarasi irdnyt
megtartja, nincs fixpontja (kivéve, ha a vektor nullvektor, de akkor az identitast
kapjuk)

1il) Pont koriili forgatds

Adott: egy pont és egy szOg
Tulajdonsagok: tavolsagtartd, szogtartd, egyenestartd, a Kkoriiljarasi iranyt
megtartja, az adott pont fixpont

IV) Kozéppontos tiikrozés

Adott: egy pont
Tulajdonsagok: tavolsagtartd, szogtartd, egyenestartd, a koriiljarasi iranyt
megtartja, az adott pont fixpont, 180°-os forgatas

Csusztatva tiikrozés
Egy eltolas és egy tengelyes tiikr6zés szorzata

Szimmetriak

i)

Tengelyes szimmetria

Talalhat6 az alakzathoz egy olyan tengelyes tiikrozés, amelyre invarians.
Tengelyesen szimmetrikus alakzatok: kor, négyzet, téglalap, rombusz, deltoid,
szabalyos sokszogek, egyenld szarti haromszog, szabalyos haromszog, hurtrapéz,
stb.

i) Forgdsszimmetria

Taléalhat6 az alakzathoz egy olyan pont koriili forgatas, amelyre invarians.
Forgasszimmetrikus alakzatok: kor, négyzet, téglalap, rombusz, szabdlyos
sokszdgek, szabalyos haromszog, stb.

Iii) Kozéppontos szimmetria

Talalhato az alakzathoz egy olyan kézéppontos tiikrozés, amelyre invarians.
Kozéppontosan szimmetrikus alakzatok: kor, négyzet, téglalap, rombusz,
paralelogramma, paros oldalszamu szabalyos sokszogek, stb.



b)

Egybevago alakzatok

Definicio: Két alakzat egybevagd, ha van olyan egybevagosagi transzforméacio, amely
az egyiket a masikba viszi.

Haromszogek egybevagosaganak alapesetei:

i) Két haromszog egybevagd, ha megfeleld oldalaik paronként egyenld hosszuak.

i) Két haromszog egybevagod, ha két-két oldaluk és az altaluk bezart szog paronkét
egyenlo.

1) Két haromszog egybevago, ha két-két oldaluk és a nagyobbikkal szemben 1évé
sz0g nagysaga paronként egyenlo.

Iv) Két haromszog egybevago, ha egy oldaluk hossza megegyezik, és az oldalakon
1év6 szogek nagysaga is egyezo.

Sokszogek egybevagosaganak alapesetei:

1) Két sokszog egybevago, ha megfeleld oldalaik és atloik hossza egyenld.

i) Két sokszog egybevagd, ha megfeleld oldalaik hossza és megfelelé szogeik
nagysaga is egyezik.

Ko6zéppontos hasonléosag

Alapja: A parhuzamos szel6k tétele, a tétel megforditdsa és a parhuzamos
szel6szakaszok tétele.

Definicio: Adott a sikon egy pont (O, a kozéppont — centrum) és egy nullatol
kiilonb6z6 pozitiv valds szdm (A, az ardny). Kozéppontos hasonlosag esetén egy
tetszéleges P pont képét a kovetkezoképpen kapjuk meg: Ha a P pont a kdzéppont,
akkor képe onmaga. Egyébként a P pont képe az a P’ pont, amely illeszkedik az OP
félegyenesre, €s amelyre teljesiil, hogy OP'=A4-OP.

(Megjegyzés: Ha a kozéppontos hasonlosdg aranydnak negativ szdmot 1is
megengediink, akkor az ellentett ardnyu kézéppontos hasonlosag utan végre kell még
hajtanunk egy kozéppontos tiikkrozést is, amelynek kozéppontja a kozéppontos
hasonlosag kozéppontjaval egyezik.)

A kozéppontos hasonlosag tulajdonsagai:

i) A kozéppont fixpont;

i) Egyenes képe az eredeti egyenessel parhuzamos;
iii) Szogtarto;

iv) Barmely szakasz és képének aranya allando (A).

Hasonlosag
Definicio: Az olyan geometriai transzforméciot, ahol egy szakasz és képe (amely

szintén szakasz) hosszanak aranya allando, hasonlésagi transzformacionak
nevezziik.



Tétel: Minden hasonlosagi transzformacio felirhatd egy kozéppontos hasonlosag as
egy egybevagosag szorzataként.

Hasonlésagi transzformaciok tulajdonsagai:
i) Egyenes képe egyenes (egyenestarto);
i) Szogtarto;

Alakzatok hasonlosdaga

Definicio: Két alakzat hasonlé, ha van olyan hasonlosagi transzformacio, amely az
egyiket a masikba viszi.

Haromszogek hasonldsaganak alapesetei:

i) Két haromszog hasonlo, ha megfelel6 oldalaik hosszanak aranya allando;

i) Két haromszog hasonld, ha két-két oldaluk hosszanak aranya allando, az oldalak
altal bezart szogek pedig egyenldk;

iii) Két haromszog hasonld, ha két-két oldaluk hosszanak aranya allando, a
hosszabbikkal szemben 1évd szogek pedig egyenldk;

iv) Két haromszog hasonlo, ha szogeik paronkét egyenld nagysaguak;

Sokszogek hasonldsaganak alapesetei:

i) Két sokszog hasonlo, ha megfelelé oldalaik és megfeleld atloik hosszanak aranya
allando.

i) Két sokszog hasonld, ha megfelel6 oldalaik hosszanak aranya allando, és
megfeleld szogeik egyenlok.

Tétel: Hasonlo sikidomok keriiletének ardnya megegyezik a hasonldsdg aranyaval.
Hasonlo sikidomok teriiletének ardnya a hasonldsag ardnyanak négyzete.

Tétel: Hasonlo testek felszinének ardnya a hasonlosag ardnydnak négyzete. Hasonlo
testek térfogatanak aranya a hasonlosag aranyanak kobe.



